Théoreme de Chevalley-Warning

Références : Un maz de math, Maxime Zavidovique

Théo (Chevalley-Warning). Soit (f;)icpi,,) une famille de polynomes
non nuls de F[Xy,...,X,] (¢ une puissance d’un nombre premier
p). On suppose que les degrés des (fi)icpi vérifient 1'inégalité
i—1deg(fi) <n. Posons V ={x € Fy : Vi € [1,7], fi(z) = 0} C Fy.
Alors, on a Card(V') = 0[p].
Démonstration. Posons
S= [ 01— f" €eF[X1,... X,].
i€[1,r]
Montrons que S = 1y. Soit x € IFy.
e Six €V, alors pour tout ¢ € [1,r], fi(x) =0 et S(z) = 1.
e Sinon, il existe ¢ € [1,7] tel que fi(z) # 0.
Alors, comme f;(x) € F} alors fi(2)9! =1 et donc S(z) = 0.
D’ou § = 1y. On a ainsi
> S(z) = Card(V)1g, = Card(V)[p].

z€Fy

Calculons maintenant 3 ,cpn S().
Tout d’abord, nous avons

deg(S) = ( > deg(f:))(g—1) <n(qg—1).

i€1,r]

On a donc
;9()() = }E: ak)(k.
|k|<n(q—1)
Alinsi,
ZS(:C): Z ar Zxk
z€Fy |[k|<n(q—1)  =z€Fy

Calculons maintenant

z€lFy z1€Fy  xp€ly
= (2 a)-( > =)
r1€F, rn€Fq

Cela revient a calculer
Y b keN

z€F,
e Si k=0 alors ) ,cr, o =q=0.
e Siq— 1|k, avec k # 0, alors 3 yep, 2F = ¢ —1=—1.
e Siq— 11k alors il existe 2y € F}; tel que zf # 1. Alors

zg > 2 =Y (zox)h = > 2k

z€lf, z€lf, z€lFy

On a donc

(L—af) Y 2 =o.
z€eR,
Comme zf # 1, on a > ek, =0
Or, on sait que = = (z1,...,x,) et k = (ki, ..., k,) avec

n

K=Yk <nlg—1) =Yg ).
i=1 i=1
Si ¢ — 1|k; avec k; # 0 pour tout ¢ € [1,n], alors n(¢ —1) < 37 k;
ce qui est impossible. On se retrouve donc dans les cas ou il existe
i € [1,n] tel que
Z zh = 0.

z; €Fq
Donc on a
Z 8 = 0.
z€F}
On a donc

> S(z) = Card(V) = 0[p).

z€Fy
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